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Annotatsiya. Ushbu maqolada kichik parametrli evolyutsion tenglamalarning sonli
yechimlarini qurishda spektral yondashuvning imkoniyatlari tadqiq etilgan. Chebishev ko‘phadlari
asosidagi algoritmlar ishlab chiqilib, ularning aniqligi va hisoblash samaradorligi tahlil gilingan.

Kalit so‘zlar: spektral metod, Chebishev ko‘phadlari, evolyutsion tenglama, kichik
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AHHOTanmsi. B craree wuccnemyroTcsi BO3MOXKHOCTH CHEKTPAJbHOTO MOJXOda NpPHU
MOCTPOCHUH YHUCIICHHBIX PEIICHUH OSBONIONHMOHHBIX YpPaBHEHHH C MajbIM IapaMeTPOM.
PazpaboTanbl anropuT™Mbl Ha OCHOBE MHOTOWICHOB YeObImEBa, BBHITIOIHEH aHATN3 UX TOYHOCTH U
BBIYMCIIMTENIbHON 2 (DEKTUBHOCTH.

KiioueBble cj10Ba: CHEKTPaJbHBIH METOA, MHOTOWICHb YeObIm€Ba, HBOIIOLMOHHOE
ypaBHEHHE, Majblii TapaMmeTp, YHUCICHHOE MOJEIUpPOBAHME, allpOKCHMAIMs, KpaeBas 3aaaya,
BBIYUCIIUTENLHBIA AJITOPHTM.

Abstract. This paper investigates the application of spectral techniques for constructing
numerical solutions of evolution equations containing a small parameter. Chebyshev polynomial-
based algorithms are developed, and their accuracy and computational efficiency are analyzed.

Keywords: spectral method, Chebyshev polynomials, evolution equation, small parameter,
numerical modeling, approximation, boundary value problem, computational algorithm.

Kirish. Hozirgi kunda matematik modellashtirish va hisoblash matematikasi fanlarining
rivojlanishi murakkab fizik, texnologik va muhandislik jarayonlarini tadqiq etishda yuqori aniqlikka
ega sonli usullarni ishlab chiqishni talab qilmoqda. Amaliyotda uchraydigan ko‘plab jarayonlar
evolyutsion differensial tenglamalar yordamida tavsiflanadi. Aynigsa, yuqori tartibli hosila oldida
kichik parametr qatnashuvchi evolyutsion tenglamalar issiqlik o‘tkazuvchanligi, gidrodinamika,
gazlar dinamikasi, plazma fizikasi, akustika va optika kabi sohalarda keng qo‘llaniladi. Bunday
masalalarni analitik usulda yechish ko‘p hollarda murakkab yoki imkonsiz bo‘lganligi sababli ularni
sonli usullar yordamida tadqiq etish muhim ahamiyat kasb etadi.

Kichik parametrli evolyutsion tenglamalar uchun sonli yechimlarni qurishda asosiy
muammolardan biri yechimning ayrim sohalarda keskin o‘zgarishi va chegaraviy qatlamlarning
yuzaga kelishidir. Natijada an’anaviy chekli ayirmali usullar yuqori aniqlikni ta’minlash uchun juda
zich hisoblash to‘rlarini talab qiladi. Bu esa hisoblash xarajatlarining ortishiga olib keladi. Shu
sababli yuqori aniqlikni kamroq hisoblash nuqtalari yordamida ta’minlay oladigan samarali sonli

metodlarni ishlab chiqish dolzarb masalalardan biri hisoblanadi.
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So‘nggi yillarda spektral metodlar differensial tenglamalarni sonli yechishda yuqori
aniqlikka ega usullar sifatida keng qo‘llanilmoqda. Ushbu metodlarning asosiy afzalligi shundaki,
ular yechimni maxsus tanlangan ortogonal bazis funksiyalar orqali approksimatsiyalaydi va silliq
yechimlar uchun eksponensial tezlikda yaqinlashishni ta’minlaydi. Xususan, Chebishev
ko‘phadlariga asoslangan spektral metodlar chegaraviy masalalarni yechishda yuqori
samaradorlikka ega bo‘lib, ko‘plab amaliy masalalarda muvaffaqiyatli qo‘llanilmoqda.

Mazkur maqolada kichik parametrli evolyutsion tenglamalarning sonli yechimlarini qurishda
spektral yondashuvning imkoniyatlari o‘rganiladi. Tadqiqot davomida Chebishev ko‘phadlari
asosida spektral approksimatsiya qurilib, masalani sonli yechish algoritmi ishlab chiqiladi.
Shuningdek, taklif etilgan usulning aniqligi va hisoblash samaradorligi tahlil qilinadi hamda olingan
natijalar sonli tajribalar asosida baholanadi.

Tadqiqotning asosiy maqgsadi kichik parametrli evolyutsion tenglamalarni yechishda spektral
metodning qo‘llanish imkoniyatlarini o‘rganish, sonli algoritm ishlab chiqish va uning amaliy
samaradorligini ko‘rsatishdan iborat.

Asosiy qism. Kichik parametrli evolyutsion tenglamalar va ularning matematik modeli.
Ko‘plab fizik va texnologik jarayonlar vaqt bo‘yicha o‘zgaruvchi evolyutsion differensial
tenglamalar yordamida tavsiflanadi. Ayniqsa, yuqori tartibli hosila oldida kichik parametr
qatnashuvchi tenglamalar issiqlik tarqalishi, diffuziya, gidrodinamika va to‘lginlar nazariyasida
muhim o‘rin egallaydi. Bunday tenglamalarning umumiy ko‘rinishini
[
u_t+\varepsilon u_{xxxx}=F(x,t,u,u_x,u {xx})

]
ko‘rinishida ifodalash mumkin. Bu yerda (\varepsilon) — musbat va juda kichik parametr bo‘lib,
uning qiymati yechimning xarakteriga sezilarli ta’sir ko‘rsatadi.

Kichik parametr mavjud bo‘lgan hollarda yechim ayrim nuqtalar yaqinida keskin o‘zgarishi
mumkin. Natijada chegaraviy qatlamlar hosil bo‘ladi va an’anaviy sonli usullar yordamida yuqori
aniqlikdagi yechim olish giyinlashadi. Shu sababli bunday masalalarni yechishda yuqori aniqlikni
ta’minlovchi spektral metodlardan foydalanish magsadga muvofiq hisoblanadi.

Spektral metodning nazariy asoslari

Spektral metodning asosiy g‘oyasi izlanayotgan funksiyani ortogonal bazis funksiyalar
orqali approksimatsiyalashdan iborat. Ushbu tadqiqotda bazis sifatida birinchi tur Chebishev
ko‘phadlari tanlanadi.

Chebishev ko‘phadlari quyidagi formula orqali aniqlanadi:
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[
T n(x)=\cos(n\arccos x), \qquad x\in[-1,1].
]
Mazkur ko‘phadlar ortogonallik xossasiga ega bo‘lib, sonli hisoblashlarda yuqori aniqlikni
ta’minlaydi. Ularning rekurrent formulasi quyidagicha yoziladi:
[
T {n+1}(x)=2xT n(x)-T_ {n-1}(x).
]
Spektral metodda izlanayotgan yechim
[
u N(x,t)=\sum_{k=0}"{N} a_k(t)T k(x)
]
ko‘rinishida taqribiy ifodalanadi. Bu yerda (a_k(t)) — vaqtga bog‘lig noma’lum koeffitsiyentlar
hisoblanadi.
Sonli algoritmni qurish
Tenglamaning fazoviy o‘zgaruvchilar bo‘yicha hosilalari Chebishev ko‘phadlarining
hosilalari orqali almashtiriladi. Natijada differensial tenglama oddiy differensial tenglamalar
sistemasiga keltiriladi.
Chebishev kollokatsiya nuqtalari
[
x_j=\cos\left(\frac {j\pi} {N}\right),\qquad j=0,1,\Idots,N
]
orqgali aniglanadi. Ushbu nuqtalarda tenglama ganoatlantirilishi talab qilinadi.
Fazoviy diskretlashtirish bajarilgandan so‘ng quyidagi ko‘rinishdagi sistema hosil bo‘ladi:
[
\frac {dU} {dt}=AU+F(U),
]
bu yerda (A) — differensial operatorning matritsaviy ko‘rinishi, (F(U)) esa nochiziqli hadlarni
ifodalaydi.
Vaqt bo‘yicha integrallash uchun Runge—Kutta yoki Adams—Beshfort sxemalaridan
foydalaniladi. Ushbu yondashuv sonli yechimning barqarorligi va aniqligini ta’minlaydi.
Hisoblash tajribalari va natijalar tahlili
Taklif etilgan spektral algoritm yordamida kichik parametrning turli qiymatlarida hisoblash
tajribalari o‘tkazildi. Tajribalarda (\varepsilon =10"{-2},10"{-3},10"{-4}) qiymatlar uchun

yechimlarning xatti-harakati o‘rganildi.
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Hisoblash natijalari shuni ko‘rsatdiki, parametr kichraygan sari yechimda keskin gradientlar paydo
bo‘ladi. Biroq spektral metod kam sonli tugunlarda ham yuqori aniqlikni saqlab qoldi. Chekli
ayirmali usullar bilan tagqoslanganda spektral yondashuv kamroq hisoblash nuqtalari yordamida
aniqroq natijalar berdi.

Olingan sonli natijalar spektral metodning yaqinlashish tezligi yuqori ekanligini hamda kichik
parametrli evolyutsion tenglamalarni modellashtirishda samarali vosita bo‘lib xizmat qilishini
tasdigladi. Tadqiqot davomida qurilgan algoritmning hisoblash xarajatlari magbul darajada bo‘lib,
amaliy masalalarni yechishda qo‘llash imkoniyatlari mavjudligi aniglandi.

Xulosa. Mazkur maqolada kichik parametrli evolyutsion tenglamalarning sonli yechimlarini
qurishda spektral yondashuvning imkoniyatlari o‘rganildi. Tadqiqot davomida Chebishev
ko‘phadlariga asoslangan spektral metodning nazariy asoslari tahlil qilinib, ushbu metod yordamida
yuqori tartibli hosila oldida kichik parametr qatnashuvchi evolyutsion tenglamalarni sonli
modellashtirish masalalari ko‘rib chiqildi.

Tadqiqot natijasida spektral metodning asosiy afzalliklari aniqlandi. Jumladan, yechimni
ortogonal bazis funksiyalar yordamida approksimatsiyalash hisobiga yuqori aniqlikdagi natijalarni
nisbatan kam sonli hisoblash nuqtalarida olish mumkinligi ko‘rsatildi. Chebishev ko‘phadlarining
ortogonallik va rekurrentlik xossalari hisoblash algoritmlarini soddalashtirish hamda hisoblash
samaradorligini oshirishga xizmat qilishi aniglandi.

Masalani sonli yechish uchun spektral algoritm ishlab chiqildi va uning ishlash prinsipi
tahlil qilindi. Fazoviy o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensial operatorlarni spektral approksimatsiya
qilish natijasida dastlabki masala oddiy differensial tenglamalar sistemasiga keltirildi. Vaqt
bo‘yicha integrallash usullari bilan birgalikda qo‘llanilgan spektral yondashuv sonli yechimlarning
barqarorligi va aniqligini ta’minladi.

Hisoblash tajribalari natijalari shuni ko‘rsatdiki, kichik parametr qiymatlarida ham spektral
metod yuqori aniqlikni saqlab qoladi va yechimdagi keskin o‘zgarishlarni samarali tasvirlay oladi.
Olingan natijalar spektral yondashuvning an’anaviy chekli ayirmali usullarga nisbatan ayrim
hollarda yuqori aniqlik va tez yaqinlashish xususiyatiga ega ekanligini tasdiqladi.

Shunday qilib, Chebishev ko‘phadlariga asoslangan spektral metod kichik parametrli
evolyutsion tenglamalarni sonli tadqiq etishda samarali hisoblash vositasi ekanligi ko‘rsatildi.
Taklif etilgan yondashuvdan issiqlik o‘tkazuvchanligi, gidrodinamika, akustika, optika va boshqa
fizik jarayonlarni modellashtirish bilan bog‘liq amaliy masalalarni yechishda foydalanish mumkin.
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